Аксень Э.М. Современные методы финансового анализа


2. Последовательности платежей

2.1. Текущая стоимость последовательности платежей


Текущая стоимость последовательности платежей – это первоначальный капитал, обеспечивающий выплату заданной последовательности платежей. (Таким образом, данное определение обобщает понятие текущей стоимости отдельно взятого платежа.)

Найдём формулу для текущей стоимости последовательности платежей.  Для простоты предположим, что последовательность платежей состоит из трёх платежей 
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, выплачиваемыми через равные промежутки времени (причем первый платёж выплачивается в конце первого промежутка времени). Временная диаграмма такой последовательности платежей имеет вид:
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Пусть 
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 -- начальный капитал, обеспечивающий выплату такой последовательности платежей. Обозначим через 
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 эффективную процентную ставку для периода времени между двумя платежами. Тогда наращенная сумма к концу первого периода составит 
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. После выплаты первого платежа капитал уменьшится на величину первого платежа 
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 и составит 
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. Следовательно, в конце второго периода капитал составит 
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. После выплаты второго платежа капитал составит 
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. Следовательно, к концу третьего года капитал составит 
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. После выплаты третьего платежа капитал составит 
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. Приравняв последнее выражение к нулю, получим следующее уравнение: 
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. Из этого уравнения легко выразить 
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Пример 1. Пусть три платежа, размером 200, 300 и 150 д.е. выплачиваются в конце первого, второго и третьего года, соответственно. Эффективная годовая процентная ставка равна 12%. Требуется определить текущую стоимость такой последовательности платежей.


Решение. Итак, 
[image: image18.wmf]д.е.
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Таким образом, для того чтобы обеспечить выплату такой последовательности платежей, в текущий момент времени нужно положить в банк 524,50 д.е.


В случае, когда последовательность платежей состоит из n платежей, выплачиваемых через равные промежутки времени (причем первый платёж выплачивается в конце первого промежутка времени), текущая стоимость находится по формуле:
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где r – эффективная процентная ставка для периода времени между двумя платежами. 


Рассмотрим более общий случай, когда платежи выплачиваются через любые (не обязательно равные) промежутки времени. Обозначим через 
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 срок выплаты платежа 
[image: image25.wmf]k

C

. Временная диаграмма такой последовательности платежей имеет вид:

Платежи                        C1                   C2              C3           . . . . . . . . . . . .                  Cn
Время                  0          t1                     t2               t3           . . . . . . . . . . . .                   tn

Несложно показать, что в этом случае текущая стоимость последовательности платежей имеет вид:
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где r – эффективная процентная ставка для периода, равного единице измерения времени сроков платежей 
[image: image27.wmf]k
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.


Пример 2. Пусть последовательность платежей состоит двух платежей. Первый платёж, равный 250 д.е. выплачивается через 2 месяца, а второй платёж, равный 300 д.е., выплачивается через 7 месяцев. Известно, что эффективная процентная ставка для одного квартала равна 4%. Требуется определить текущую стоимость такой последовательности платежей.


Решение. Итак, 
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 (для одного квартала). 

Задачу можно решить двумя способами (в зависимости от того, какой период взять в качестве единицы измерения времени).

Первый способ. Возьмём квартал в качестве единицы измерения времени. Выразим сроки платежей в кварталах: 
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  квартала. Теперь мы можем воспользоваться формулой (3):  
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Второй способ. Возьмём год в качестве единицы измерения времени. Найдем эффективную процентную ставку для одного года (по формуле (26) главы 1): 
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. Теперь мы можем найти текущую стоимость: 
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Из формулы (3) следует, что 
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где 
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 -- коэффициент дисконтирования для срока 
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 платежа 
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. Таким образом, текущая стоимость последовательности платежей равна сумме дисконтированных платежей.


Заметим, что 
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Таким образом, текущая стоимость последовательности платежей равна сумме текущих стоимостей отдельно взятых платежей.


Пример 3. Найдем текущую стоимость последовательности платежей из примера 1 по формуле (5). 


Итак, 
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 д.е.  Теперь мы можем воспользоваться формулой (5): 
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Таким образом, мы получили такой же результат как и в примере 1. 

2.2. Будущая стоимость последовательности платежей


Будущая стоимость последовательности платежей – это сумма платежей вместе с процентами, наросшими к концу последнего периода. (Таким образом, это понятие обобщает понятие будущей стоимости отдельно взятого платежа.)


Найдём формулу для будущей стоимости последовательности платежей.  Как и при выводе формулы для текущей стоимости последовательности платежей, для простоты предположим, что последовательность платежей состоит из трёх платежей 
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, выплачиваемыми через равные промежутки времени (причем первый платёж выплачивается в конце первого промежутка времени). 


Пусть 
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 -- эффективная процентная ставка для периода времени между двумя платежами.  Первый платёж 
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 поступает на счет в конце первого периода. Наращенная сумма в конце второго периода составит 
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 д.е. Следовательно, в конце третьего периода наращенная сумма составит 
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 д.е. После поступления на счёт последнего платежа капитал составит 
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 д.е.  Полученное выражение и будет являться будущей стоимостью данной последовательности платежей. Раскрыв скобки в этом выражении, получим следующую формулу для будущей стоимости последовательности трёх платежей:
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Пример 4. Пусть, как и в примере 1, три платежа, размером 200, 300 и 150 д.е. выплачиваются в конце первого, второго и третьего года, соответственно, а эффективная годовая процентная ставка равна 12%. Требуется определить будущую стоимость такой последовательности платежей.


Решение. Итак, 
[image: image64.wmf]д.е.
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Найдём будущую стоимость заданной последовательности платежей по формуле (6).
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Таким образом, в конце третьего года сумма платежей вместе с процентами составит 736,88 д.е.


В случае, когда последовательность платежей состоит из n платежей, выплачиваемых через равные промежутки времени (причем первый платёж выплачивается в конце первого промежутка времени), будущая стоимость находится по формуле:
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где r – эффективная процентная ставка для периода времени между двумя платежами. 


Заметим, что из формул (2) и (7) следует, что 
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Пример 5. Найдем текущую стоимость последовательности платежей из примера 3 по формуле (8). 
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д.е. Заметим, что мы получили такой же результат как и в примере 1.

2.3. Стоимость последовательности платежей в произвольный момент времени

Под стоимостью последовательности платежей в некоторый момент времени 
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будем понимать количество денег, которое обеспечивается заданной последовательностью платежей в момент времени 
[image: image73.wmf]t

. В дальнейшем будем обозначать стоимость последовательности платежей в момент времени 
[image: image74.wmf]t

 через 
[image: image75.wmf]t

V

.


Для простоты предположим, что последовательность платежей состоит из трёх платежей 
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Пример 6. Пусть, как и в примере 1, три платежа, размером 200, 300 и 150 д.е. выплачиваются в конце первого, второго и третьего года, соответственно, а эффективная годовая процентная ставка равна 12%. Требуется определить стоимость такой последовательности платежей в конце второго года.


Решение. Итак, 
[image: image89.wmf]д.е.
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В общем случае несложно показать, что в момент времени 
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где r – эффективная процентная ставка для периодов времени, в которых выражены сроки платежей 
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Заметим, что из формул (10) и (2) следует, что
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Пример 7. В условиях примера 1, найдем стоимость последовательности платежей в конце второго года по формуле (11): 
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2.4. Продолжительность последовательности платежей

Продолжительность последовательности платежей – это средневзвешенный срок выплаты платежей, в котором в качестве весов фигурируют доли текущих стоимостей отдельно взятых платежей в текущей стоимости последовательности платежей. Продолжительность последовательности платежей обозначают буквой D (от duration).
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где 
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Продолжительность последовательности платежей играет важную роль при оценке чувствительности текущей стоимости последовательности платежей по отношению к изменению процентной ставки.


Пример 8. Найти продолжительность последовательности платежей в условиях примера 1. 


Решение. Итак, 
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[image: image115.wmf]50

,

524

77

,

106

16

,

239

57

,

178

3

2

1

=

+

+

=

+

+

=

PV

PV

PV

PV

 д.е.  


Найдём доли текущих стоимостей платежей в текущей стоимости последовательности платежей:  
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Теперь мы можем найти продолжительность по формуле (12):  
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2.5. Оценка чувствительности текущей стоимости последовательности платежей по отношению к изменению процентной ставки

Напомним, что для оценки чувствительности текущей стоимости одного платежа в   главе 1  была получена формула (31): 
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[image: image121.wmf]r

r

D

PV

PV

+

D

×

-

»

D

1

.





(13)

Из формулы (13) следует, что чем больше продолжительность последовательности платежей, тем сильнее чувствительность текущей стоимости последовательности платежей к изменению процентной ставки.

Докажем формулу (13). Как и в случае одного платежа, для оценки изменения текущей стоимости последовательности платежей можно воспользоваться формулой (30) главы 1: 
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Итак, 
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Подставив формулу (14) в формулу (30) главы 1, получим: 
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. Разделив последнее соотношение на PV, получим формулу (13).


Пример 9. В условиях примера 1 требуется оценить относительное изменение текущей стоимости последовательности платежей при увеличении и уменьшении эффективной годовой процентной ставки на 1%.


Решение. Итак, 
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. В результате решения примера 8 была найдена продолжительность данной последовательности платежей: 
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В случае  
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Заметим, что из формулы (14) следует, что
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Формулу (15) в некоторых случаях удобно использовать для нахождения продолжительности последовательности платежей (например, для нахождения продолжительности финансовых рент и облигаций).

2.6. Выпуклость последовательности платежей 

В результате решения примера 9 мы получили, что при увеличении процентной ставки на 1% текущая стоимость последовательности платежей (в условиях примера 1) уменьшится приблизительно на 1,6607%, а при уменьшении процентной ставки на 1% текущая стоимость последовательности платежей увеличится приблизительно на 1,6607%. Сравним полученные результаты с точными значениями. 

При увеличении процентной ставки на 1% текущая стоимость примет следующее значение: 
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При уменьшении процентной ставки на 1% текущая стоимость примет следующее значение: 
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Эти неточности связаны с выпуклостью вниз текущей стоимости последовательности платежей как функции от процентной ставки. (Выпуклость вниз функции 
[image: image145.wmf])

(

r

PV

PV

=

 следует из положительности 
[image: image146.wmf]PV

dr

d

2

2

.  Действительно, 
[image: image147.wmf]0

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

2

1

2

2

2

2

>

+

×

+

×

=

+

=

å

å

=

+

=

n

k

t

k

k

k

n

k

t

k

k

k

r

C

t

t

r

C

dr

d

PV

dr

d

.)

Следовательно,  формула (13) (основанная на линейной аппроксимации) переоценивает уменьшение текущей стоимости при увеличении процентной ставки и недооценивает увеличение текущей стоимости при уменьшении процентной ставки.

Чтобы получить более точную формулу (учитывающую выпуклость функции 
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Найдем вторую производную 
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Обозначим выражение 
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С учётом этого обозначения равенство (17) запишется в виде:


[image: image162.wmf][

]

D

C

r

PV

V

P

+

+

=

¢

¢

2

)

1

(

.




(19)


Подставив выражения (14) и (19) в формулу (16), получим:
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Разделив соотношение (20) на PV, получим следующую формулу:
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Пример 10. В условиях примера 1 с учетом выпуклости требуется оценить относительное изменение текущей стоимости последовательности платежей при увеличении и уменьшении эффективной годовой процентной ставки на 1%.


Решение. Итак, 
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. В результате решения примера 8 была найдена продолжительность данной последовательности платежей: 
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Теперь мы можем оценить относительное изменение текущей стоимости последовательности платежей по формуле (21).

В случае 
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В случае  
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Отметим, что найденные по формуле (21) значения гораздо точнее значений, найденных с помощью формулы (13).

2.7. Финансовая рента

Финансовая рента – это последовательность платежей, выплачиваемых через равные промежутки времени. Промежуток времени между двумя последовательными платежами называется рентным периодом. Время от начала первого рентного периода до конца последнего называют сроком ренты. 

Пусть t – срок ренты (в годах), 
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Если число рентных платежей не ограничено (т.е. 
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), рента называется вечной.

Рента, в которой рентные платежи осуществляются в конце рентных периодов, называется обыкновенной. Если все рентные платежи одинаковы, рента называется постоянной. Мы ограничимся рассмотрением обыкновенных постоянных рент. 

Обозначим через R размер рентного платежа. Временная диаграмма платежей обыкновенной постоянной ренты (с конечным числом платежей) имеет вид:

Платежи                                        R            R                           R             R

        Время                               0           1             2       ……           n-1            n
(в рентных периодах)

Текущая стоимость ренты


Поскольку финансовая рента – частный случай последовательности платежей, текущая стоимость ренты может быть найдена с помощью формулы (2). Таким образом, 
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где r – эффективная процентная ставка для рентного периода. 


С помощью формулы для суммы геометрической прогрессии, выражение (23) несложно привести к следующему виду:
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Пример 11. Пусть рентные платежи, равные 100 д.е., выплачиваются поквартально в течение двух лет. Номинальная годовая процентная ставка равна 16%. Период капитализации процента – полугодие. Требуется определить текущую стоимость ренты.


Решение. Итак, 
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Теперь мы можем найти текущую стоимость ренты по формуле (24):
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В случае вечной ренты с помощью формулы для суммы бесконечной геометрической прогрессии имеем: 
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где r – эффективная процентная ставка для рентного периода. 

Пример 12. Пусть рентные платежи, равные 100 д.е., выплачиваются поквартально неограниченное число лет. Номинальная годовая процентная ставка равна 16%. Период капитализации процента – полугодие. Требуется определить текущую стоимость ренты.


Решение. Итак, 
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Теперь мы можем найти текущую стоимость ренты по формуле (25):
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Будущая стоимость ренты


Найдём будущую стоимость ренты (с конечны числом платежей) по формуле (7). Таким образом, 
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 Воспользовавшись формулой для суммы геометрической прогрессии, получим: 
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где r – эффективная процентная ставка для рентного периода. 


Пример 13. Пусть (как и в примере 11) рентные платежи, равные 100 д.е., выплачиваются поквартально в течение двух лет. Номинальная годовая процентная ставка равна 16%. Период капитализации процента – полугодие. Требуется определить текущую стоимость ренты.


Решение. Итак, 
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Теперь мы можем найти текущую стоимость ренты по формуле (27):
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Отметим, что текущая и будущая стоимости ренты связаны равенством (8): 
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[image: image216.wmf]90

,

918

)

03923

,

0

1

(

42

,

675

)

1

(

8

=

+

×

=

+

×

=

n

r

PV

FV

 д.е. 

Продолжительность ренты


Для нахождения продолжительности ренты воспользуемся формулой (15). Вначале найдем продолжительность вечной ренты. Текущая стоимость вечной ренты определяется по формуле (25). Возьмем производную от PV по r: 
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. Подставим эту формулу и формулу (25) в (15). В результате получим:
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Отметим, что процентная ставка r, фигурирующая в формуле (28) – это эффективная процентная ставка для рентного периода.

Пример 14.  В условиях примера 12 требуется найти продолжительность вечной ренты и с ее помощью оценить относительное изменение текущей стоимости ренты при увеличении номинальной годовой процентной ставки на 1%.


Решение. Итак, 
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. Найдём эффективную процентную ставку для рентного периода: 
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Найдем продолжительность вечной ренты по формуле (28):
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 рентных периодов (кварталов).

Для оценки относительного изменения текущей стоимости ренты используем формулу (13). При этом важно понимать, что в формуле (13) продолжительность выражена в единицах времени, для которых фигурирующая в формуле процентная ставка r является эффективной. 

В нашем примере в качестве единицы измерения времени для формулы (13) удобно взять период капитализации процентной ставки. (Тогда легко ищется 
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Итак, найдем эффективную процентную ставку 
[image: image228.wmf]r

 и ее изменение 
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Переведем продолжительность из единиц измерения времени, равных рентным периодам, в единицы измерения времени, равные периодам капитализации:
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 периодов капитализации (полугодий). Теперь мы можем воспользоваться формулой (13):
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Итак, при увеличении номинальной годовой процентной ставки на 1% текущая стоимость вечной ренты (из примера 12) уменьшится примерно на 6,13%.

Получим формулу для нахождения продолжительности ренты с конечным числом платежей. Текущая стоимость конечной ренты определяется по формуле (24). Возьмем производную от текущей стоимости конечной ренты по r: 
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.  Подставив это выражение и формулу (24) в (15) после несложных алгебраических преобразований получим:
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Отметим, что процентная ставка r, фигурирующая в формуле (29) – это эффективная процентная ставка для рентного периода.

Пример 15.  В условиях примера 13 требуется найти продолжительность ренты и с ее помощью оценить относительное изменение текущей стоимости ренты при увеличении номинальной годовой процентной ставки на 1%.

Решение. В процессе решения примера 13 были найдены число рентных платежей и эффективная процентная ставка для рентного периода: 
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Найдем эффективную процентную ставку 
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 и ее изменение 
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 для периода капитализации:  
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Теперь мы можем воспользоваться формулой (13):
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Итак, при увеличении номинальной годовой процентной ставки на 1% текущая стоимость ренты (из примера 13) уменьшится примерно на 0,995%.
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