Аксень Э.М. Современные методы финансового анализа


4.8. Описание оценки рыночной стоимости облигации в общем случае

Пусть на финансовом рынке m видов облигаций, выплачивающих платежи 
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. (Индекс i соответствует виду облигации.) Обозначим виды этих облигаций 
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 известны и равны 
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Пусть некоторая другая облигация 
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 выплачивает платежи 
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. Задача заключается в том, чтобы с помощью цен облигаций 
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  оценить рыночную стоимость облигации 
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Методика оценки рыночной стоимости облигации 
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 состоит в построении портфеля из облигаций 
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 (цена которых известна), выплачивающих такие же платежи как и  облигация 
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). (Такой портфель будем называть имитирующим, англ. replicating portfolio.) На эффективном финансовом рынке цена имитирующего портфеля должна совпадать с ценой облигации 
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Замечание. Мы предполагаем, что все рассматриваемые облигации одинакового качества.

Замечание. Под облигацией мы понимаем любой финансовый инструмент с фиксированными платежами (англ. fixed-income security).

4.9. Условия существования имитирующего портфеля и однозначности оценки рыночной стоимости облигации

Пусть некоторый портфель 
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 состоит из облигаций видов 
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 количество облигаций вида 
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и, во-вторых, цена 
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При оценке рыночной стоимости облигации 
[image: image26.wmf]B
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с помощью (имитирующего) портфеля облигаций видов 
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 могут возникнуть две проблемы. Во-первых, имитирующий портфель может не существовать, и во-вторых, имитирующих портфелей может быть несколько, причем их цена может быть разной.


Найдем условия, при которых вышеописанные проблемы отсутствуют, т.е. во-первых, имитирующий портфель существует, и во-вторых, если он не единственен, то цены всех имитирующих портфелей равны.


Поскольку удобнее исследовать данные вопросы, используя матрицы и векторы, введем следующие обозначения.
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Несложно заметить, что существование имитирующего портфеля для любой облигации 
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означает, что для любого вектора платежей 
[image: image33.wmf]n

R

C

Î

~

 должен существовать такой вектор 
[image: image34.wmf]m

R

λ

Î

 (количеств облигаций 
[image: image35.wmf]i

B

в портфеле), чтобы 


[image: image36.wmf]C

M

λ

~

=

×

T

,      или, что то же самое,     
[image: image37.wmf]T

T

C

λ

M

~

=

×

,                                      (26)

т.е. множество значений матрицы [image: image38.wmf]T
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должно совпадать со всем пространством 
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Итак, необходимое и достаточное условие существования имитирующего портфеля для любой облигации 
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заключается в равенстве ранга матрицы 
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 количеству n платежей облигаций. В дальнейшем будем ссылаться на это условие как на условие 1. 

Условие 1. Ранг матрицы 
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 платежей облигаций 
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 равен количеству n платежей этих облигаций.


Теперь перейдем к вопросу об однозначности оценки рыночной стоимости облигации 
[image: image45.wmf]B
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Очевидно, что для однозначности оценки рыночной стоимости облигации 
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 необходимо и достаточно, чтобы любые два разные портфели 
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Легко заметить, что это условие равносильно следующему: для любых 
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 есть множество значений матрицы 
[image: image65.wmf]M

, ортогональность вектора 
[image: image66.wmf]P

 ядру матрицы [image: image67.wmf]T

M

равносильна принадлежности вектора  
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   множеству значений матрицы 
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Итак необходимым и достаточным условием однозначности оценки рыночной стоимости облигации 
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является принадлежность вектора  
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. В дальнейшем мы будем ссылаться на это условие как на условие 2.

Условие 2. Вектор  
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, принадлежит множеству значений матрицы 
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 платежей этих облигаций.

4.10. «Чистые» коэффициенты дисконтирования, их нахождение и использование для оценки рыночной стоимости облигации


Напомним, что чистая доходность -- это доходность бескупонной облигации. 

Напомним, что доходность 
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r

 бескупонной облигации, цена которой в текущий момент времени равна P, номинал F которой выплачивается в момент времени t, находится из уравнения 
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т.е.                                                         
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При этом, величина, равная  
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Отметим также, что чистая доходность 
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Замечание.  В дальнейшем будем использовать коэффициенты дисконтирования, а не чистые доходности.


В случае отсутствия бескупонных облигаций на финансовом рынке,, чистые доходности понимаются как доходности синтетических бескупонных облигаций.
Несложно заметить, что условие 1 является критерием существования синтетических бескупонных облигаций с "моментами погашения"  
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, а условие 2 является критерием единственности оценок рыночных стоимостей таких облигаций. В дальнейшем будем предполагать выполнение этих условий.


Обозначим через 
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где F-- номинал облигации. 


Отметим, что, в силу условия 1, системы уравнений (32) разрешимы относительно 
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Обозначим
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Тогда система уравнений (32) запишется в виде
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где через 
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 обозначен вектор платежей синтетической бескупонной облигации  
[image: image104.wmf]k

E

 с "моментом погашения" 
[image: image105.wmf]k

t

. (k-я компонента вектора 
[image: image106.wmf]k

G

 равна номиналу F облигации, а остальные компоненты равны нулю.) 


Обозначим
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Тогда уравнения (34) можно записать еще компактнее:
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где I  -- единичная матрица.

Обозначим через 
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 цену синтетической бескупонной облигации 
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Из условия 2 следует однозначность 
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формулы (37) (
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Обозначим через 
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Замечание. В силу условий 1 и 2, цены 
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Обозначив через 
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а формулы 
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На практике коэффициенты дисконтирования 
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С помощью введенных ранее обозначений систему (42) запишем в виде
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Замечание. Очевидно, что условие 2 эквивалентно разрешимости уравнения (43), а условие 1 – единственности решения этого уравнения.

Таким образом, при выполнении условий 1 и 2 система уравнений (42) однозначно разрешима относительно коэффициентов 
[image: image136.wmf]k

d

, 
[image: image137.wmf]n

k

,

1

=

. Покажем, что (при выполнении условий 1 и 2) коэффициенты 
[image: image138.wmf]k

d

, 
[image: image139.wmf]n

k

,

1

=

, найденные из системы (42), совпадают с коэффициентами, определенными по формуле (41).

Пусть вектор
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Покажем, что коэффициенты дисконтирования 
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совпадает с ценой 
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 имитирующего портфеля. (Напомним, что [image: image153.wmf]å
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, где 
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 -- количества облигаций вида 
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в имитирующем портфеле, которые находятся из уравнения (26).)

Умножим первое из равенств (26) справа на вектор 
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. Поменяем порядок умножения в левой части: 
[image: image158.wmf](
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. Поскольку (в силу равенства (43)) 
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, что и требовалось доказать.

4.11. Нахождение чистых доходностей методом наименьших квадратов


На практике обычно количество видов облигаций m намного превышает количество n моментов времени, в которые выплачиваются платежи облигаций. В таких случаях чаще всего система уравнений (42) не имеет точного решения 
[image: image161.wmf])
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. Однако можно найти приближенное решение этой системы. 


Приближенной решение системы (42) состоит в подборе таких значений 
[image: image162.wmf]n
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, чтобы сумма квадратов отклонений левых частей уравнений системы (42) от правых частей уравнений этой системы была минимальна, т.е. минимизируется  
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Замечание. Поскольку (исходя из экономического смысла) коэффициенты дисконтирования 
[image: image165.wmf]k
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 не должны увеличиваться с увеличением сроков платежей 
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 минимизируется при ограничении:  
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С помощью полученных таким образом коэффициентов дисконтирования 
[image: image171.wmf]k

d

  чистые доходности 
[image: image172.wmf]k

r

 находятся по формуле (31).

4.12. Форвардные доходности


Вначале рассмотрим понятие форвардных доходностей на примере. Предположим, что инвестор хочет вложить деньги в облигации на два года. Пусть на финансовом рынке имеются однолетние и двухлетние бескупонные облигации с доходностями 
[image: image173.wmf]1
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 и 
[image: image174.wmf]2
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, соответственно. Тогда инвестор может вложить деньги в облигации на два года следующими двумя способами:

1) Вложить деньги в двухлетние бескупонные облигации. 

2) Вложить деньги в однолетние бескупонные облигации (на один год). Затем, в начале второго года, реинвестировать доход в бескупонные облигации со сроком погашения в конце второго года.

Обозначим начальный капитал инвестора через P. Тогда при первой инвестиционной стратегии доход инвестора в конце второго года составит 
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При второй инвестиционной стратегии доход инвестора в конце первого года составит 
[image: image176.wmf])
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 д.е. Поскольку в начале второго года всю эту сумму (в соответствии со второй инвестиционной стратегией) инвестор вкладывает в бескупонные облигации со сроком погашения в конце второго года, доход инвестора составит 
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 д.е., где 
[image: image178.wmf]12
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 -- доходность бескупонных облигаций со сроком погашения в конце второго года, найденная с помощью рыночной цены таких облигаций в начале второго года. (Заметим, что доходность 
[image: image179.wmf]12
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 не известна в начале первого года.) Итак, при второй инвестиционной стратегии доход инвестора в конце второго года составит 
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Под форвардной доходностью 
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 понимают такое значение доходности 
[image: image182.wmf]12
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, при котором первая и вторая инвестиционная стратегии обеспечивают одинаковый доход в конце второго года, т.е. при котором
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Итак, форвардная доходность 
[image: image184.wmf]12
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 определяется из уравнения (44). Решив это уравнение, получим:
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Пример 12. В условиях примера 8 требуется найти форвардную доходность 
[image: image186.wmf]12

f
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Решение. В результате решения примера 8 мы получили: 
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Подставив эти значения в формулу (45), получим: 
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[image: image190.wmf]%
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 означает, что если вложить деньги в однолетние бескупонные облигации с доходностью 
[image: image191.wmf]%
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, а затем, в начале второго года, реинвестировать доход в бескупонные облигации со сроком погашения в конце второго года и с доходностью 
[image: image192.wmf]%
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, то полученный в конце второго года доход будет равен доходу, полученному при вложении денег в двухлетние бескупонные облигации с доходностью 
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В случае, если на финансовом рынке отсутствуют бескупонные облигации, то при определении форвардной доходности используются доходности синтетических бескупонных облигаций (чистые доходности). 


Пример 13. В условиях примера 11 требуется найти форвардную доходность 
[image: image194.wmf]12

f

.


Решение. В результате решения примера 11 мы получили значения для чистых доходностей: 
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. Найдем форвардную доходность 
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 по формуле (45):
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[image: image199.wmf]%
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 означает, что если вложить деньги в однолетние синтетические бескупонные облигации с доходностью 
[image: image200.wmf]%
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, а затем, в начале второго года, реинвестировать доход в синтетические бескупонные облигации со сроком погашения в конце второго года и с доходностью 
[image: image201.wmf]%
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, то полученный в конце второго года доход будет равен доходу, полученному при вложении денег в двухлетние синтетические бескупонные облигации с доходностью 
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Данное выше определение форвардной доходности 
[image: image203.wmf]12
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 естественным образом обобщается на случай 
[image: image204.wmf]kn
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. А именно, форвардная доходность 
[image: image205.wmf]kn
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 -- это такое значение доходности бескупонных облигаций со сроком погашения в конце периода времени n, найденная с помощью рыночной цены таких облигаций в начале периода 
[image: image206.wmf]1
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, которое обеспечивает одинаковые доходы для следующих двух инвестиционных стратегий:

1) Вложить деньги в бескупонные облигации со сроком погашения в конце периода n.

2) Вложить деньги в бескупонные облигации со сроком погашения в конце периода k. Затем, в начале периода 
[image: image207.wmf]1
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 реинвестировать доход в бескупонные облигации со сроком погашения в конце периода n.

В соответствии с данным определением, форвардная доходность 
[image: image208.wmf]kn
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 находится из уравнения:
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где 
[image: image210.wmf]k

r

 -- доходность бескупонных облигаций со сроком погашения в конце периода k, а 
[image: image211.wmf]n

r

 -- доходность бескупонных облигаций со сроком погашения в конце периода n.


В случае, если на финансовом рынке отсутствуют бескупонные облигации, то при определении форвардной доходности используются доходности синтетических бескупонных облигаций (чистые доходности). 


Решив уравнение (46), получим:
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Иногда при определении форвардных доходностей удобно использовать аппарат, разработанный в случае непрерывной капитализации процента. Дадим определение (непрерывно капитализируемой) форвардной доходности 
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. Форвардная доходность  
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 -- это такое значение (непрерывно капитализируемой) доходности бескупонных облигаций со сроком погашения в момент времени T, найденная с помощью рыночной цены таких облигаций в момент времени 
[image: image215.wmf]t

, которое обеспечивает одинаковые доходы для следующих двух инвестиционных стратегий:

3) Вложить деньги в бескупонные облигации со сроком погашения в момент времени T.

4) Вложить деньги в бескупонные облигации со сроком погашения в момент времени 
[image: image216.wmf]t

 и реинвестировать доход (полученный в момент времени 
[image: image217.wmf]t

) в бескупонные облигации со сроком погашения в момент времени T.

В соответствии с данным определением, форвардная доходность 
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где 
[image: image220.wmf]t

j

 -- непрерывно капитализируемая доходность бескупонных облигаций со сроком погашения в момент времени 
[image: image221.wmf]t

, а 
[image: image222.wmf]T
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 -- непрерывно капитализируемая доходность бескупонных облигаций со сроком погашения в момент времени T. 


Очевидным образом уравнение (48) сводится к следующему уравнению:
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Решив это уравнение, получим:
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Пример 14. Пусть на финансовом рынке имеются бескупонные облигации, до погашения которых осталось три месяца и пять месяцев. Номинальная стоимость облигаций – 100 д.е. Рыночная цена облигаций, до погашения которых осталось три месяца – 98,01 д.е., а рыночная цена облигаций  до погашения которых осталось пять месяцев – 96,54 д.е. Требуется найти форвардную цену бескупонных облигаций, до погашения которых осталось пять месяцев, на конец третьего месяца.


Решение. Итак, 
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Вначале найдем непрерывно капитализируемые доходности 
[image: image230.wmf]t
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 и 
[image: image231.wmf]T
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 по формуле (22).
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Найдем непрерывно капитализируемую форвардную доходность 
[image: image234.wmf])
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